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Vorwort. 



Vorliegende Schrift behandelt die Aufgabe, den 
Flächeninhalt einer Kiigelzone aus deren Grunddimen- 
sionen: den Halbmessern der dieselbe begrenzenden Pa- 
rallelkreise nnd dem Abstand der letzteren (der Zonen» 
höhe) zu berechnen, und setzt dabei die gewöhnliche 
Berechnungsweise vom Zonenflächeninhalt — bei welcher 
die Zonenhöhe und der Halbmesser der ganzen Kugel, 
zu welcher die Zone gehört, gegeben sind — als be- 
kannt voraus. 

Auffallenderweise erwähnen die verschiedenen Ldu*- 
bücher der Stereometrie jene Aufgabe mit keinem Wort 
Da überdiess dieselbe nicht Jit^!^§^'1^d für sich, sondern 
auch der Anwendungen "v^^^^n, w:elcji§ sie zulässt, be» 
achtet zu werden verdient, glaubte \l3ti den Versuch, 
eine Lösung von ihr zu findj^ni^jnieht^sblfeuen zu dürfen. 
Dieser Versuch, zuerst auf ^d^^ ix^;i^sung I (pag. 7) 
beschriebenen, elementaren Weg akfegefuhrt, lieferte ein 
gegen mein Erwarten einfaches Resultat, welches, weil 
einer geometrischen Deutung fähig, zii dem in Zus. 1 
der Lösung V (pag. 29) angegebenen Lehrsatz ftlhrte. 
Auf Grund dessen liess sich dann die Lösung V selbst 
aufbauen, und hierauf entstanden der Beihe nach die 
Lösungen H, IH tmd IV mit den in ihren. Zusäteen 
ausgesprochenen Lösungen. 

Diese Aufeinanderfolge musste jedoch in vorliegen- 
der Broschüre einer zweckdienlicheren Zusammenstellung 
weichen, welch' letzterer gemäss die Lösungen I und 11 
nebst den dazu gehörigen Zusätzen nur algebraische, 



die Lösungen IQ und IV mit den ihnen angehängten 
Zusätzen nur trigonometrische Lösungen umfisiBsen und 
den Schluss des Ganzen die rein-geometrische Lösung 
bildet 

Der vorhin citirte Lehrsatz findet sidi bereits in den 
Protokollen der 34fiten Versammlung deutscher Natur- 
forscher vor; auch werden drei der in dieser Schrift ver- 
zeichneten Lösungen im XXXTT. Band von Grunert's 
Archiv vor die OeflEentlichkeit treten. Wenn aber gleich- 
wohl die nämliche Sache hier nochmals behandelt wird, 
so geschieht es, weil sich mittlerweile noch so viele Ge- 
sichtspunkte für die Lösung der besprochenen Aufgabe 
dargeboten haben, dass sich dadurch das beim ersten 
Anlauf gesammelte Material mehr als verdreifacht hat, 
welcher Thatbestand mich hoffen lässt, es werde, mich 
die Herausgabe vorliegender Schrift dem mathematischen 
Publikum gegenüber nicht dem Schein der Aufdringlich- 
keit aussetzen, zumal es ja doch manchem Leser erwünscht 
sein dürfte, eine aus Einem Stück bestehende, vollstän- 
dige Abhandlung über den erwähnten Gegenstand in 
Händen zu haben. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass unserer Au%abe 
im Eingang der Broschüre einige Erklärungen und ein 
Lehrsatz vorangehen — die ersteren zur Vermeidung 
langwieriger Wiederholungen im Text der verschiedenen 
Lösungen — letzterer, weil sich auf denselben die Lö- 
sung I stützt, während er selbst nicht allgemein bekannt 
sein dürfte. 

Zürich, im November 1858. 

Dr. Paul Esdier. 



Krillfirillisen» Wenn man durch die Axe eines 
Kugelabschnitts beliebig viele Ebenen legt, so rufen 
diese bekanntlich auf der gesammten Oberfläche des Ab- 
schnitts congruente Schnittlinien hervor, wovon jede aus 
einem Durchmesser des den Kugelabschnitt begrenzen- 
den Grundkreises und aus einem den Pol des Abschnitts 
enthaltenden Bogen eines grössten Kugelkreises zusam- 
mengesetzt ist und ein Meridian des Kugelabschnitts 
oder der den Abschnitt begrenzenden Kugelhaube ge- 
nannt wird. 

Legen wir femer durch die Axe eines Kugelrumpfs 
beliebig viele Ebenen, so schneiden diese die gesammte 
Oberfläche des Bumpfs ebenfalls nach congruenten Li- 
nien, wovon jede aus zwei gleichen Bögen grösster 
Kugelkreise und aus zwei einander parallel laufenden 
Durchmessern der den Bumpf begrenzenden FaraDelkreise 
besteht und den Namen „Meridian des Kugelrump& oder 
der den Bumpf begrenzenden Kugelzone" flihrt. 

Die von einem Meridian einer Kugelzone oder Kugel- 
haube begrenzte ebene Fläche wollen wir beziehungs- 
weise eine Meridianebene der Zone oder Haube heissen. 

Sowohl irgend ein Meridian einer Kugelzone, als 
ein solcher einer Kugelhaube wird durch die (ihm ange- 
hörige) Axe in zwei congruente Hälften zerlegt, wovon 
jede beziehungsweise ein Halbmeridian der Kugelzone 
oder Kugelhaube genannt wird. 
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lielmSAtS« Der Flächeninhalt einer Kugel- 
haube ist gleich dem Flächeninhalt eines Krei- 
geS) der zum Halbmesser die Sehne hat, welche 
zum Bogen eines Halbmeridians der Haube gehört. 

Fig. 1. 

nieweto. ABC (Fig. l) sei ein Halb- 
meridian und A C die Axe einer Kugel- 
haube ; femer sei die Sehne B C gezogen. 
Denken wir uns den Bogen B C über B 
hinaus zu einem Halbkreis C BD ergänzt, 
so wird der Punkt D des letztem auf die 
Verlängerung der Axe A C fallen und die 
in C imd D begrenzte Gerade einen Durch- 
messer der ganzen Kugel bilden, zu wel- 
cher unsere Haube gehört Nach den 
Lehren der Geometrie muss sodann sich verhalten 

CD : BC = BC : AC, 
woraus folgt 

ÄC2= CD . AC 
und 

7iB(ß= nCD . AC. 

scC D , AC stellt aber den Inhalt vom Mantel eines 
Cylinders vor, dessen Gmndfläche den Kugeldurchmesser 
CD zum Durchmesser besitzt und dessen Höhe gleich 
der Haubenhöhe A C ist. , Nach einem bekannten Satz 
der Stereometrie ist also tiCD . AC und somit auch 
7t BC"^ gleich dem Flächeninhalt unserer Kugelhaube, 
während stBC^ zugleich den Flächeninhalt eines Krei- 
ses vorstellt, der die Sehne BC zum Halbmesser hat. 
Folglich muss der Flächeninhalt jeder Kugelhaube gleich 
dem Flächeninhalt eines Kreises sein, der zum Halb- 
messer die Sehne hat, welche zum Bogen eines Halb- 
meridians der Haube gehört. 



Anffeafce- DenFläcbeiiinbaltZeinerKn- 
gelzone zu bereclmen, wenn die HalbmoBser 
a and * der sie begrenzenden ParallelkreiBe 
und die Höhe A der Zone in Zahlen (d. h. auf 
die Längeneinheit beeogen) gegeben sind*). 

'%AwvMiK I (algebraisch). Denken wir uuß die Ku- 
gelzone zu einer Kugelhaube ergänzt , wodurch sie als 
UnterschiedIzweier Kugelhauben erscheint ; denken wir 
nnfl femer, nm i^ jede dieser drei krummen Flächen 
einen Meridian zu erhalten, durch die gemeinschaftliche 
Axe F <3 derselben (Fig. 2) F«- ^■ 

eine Ebene (einen grössten 
Kreb) gelegt, so ei^cheintnnf 
zugleich die Meridianebene A 
BCD der Kugelzone ab Un- 
terschied der Meridianebenen 
ABCGD und CGD der htä- 
d«i Kugelhauben. ^- Ziehen 
■wir nun vom Pol O aus die 
Geraden G B und GCjmd be- 
zeichnen wir die unbekannte Lfinge des Kngelhalbmes- 
BenSmit ^^und die von SfG mit p, also die von OF 
mit h+jf, 80 ist nach unserem I^ehnsatz 
der Fhkcheninhalt der Haube ABCGB = a.GBi 

= jr[a3-t-(A-i-y)z] = äT[a2+A2+2Ay-(-y2] 
und der Flächeninhalt der 

Haube CGD = aGC^ =iT[*2 + y3], 
folglich der Flächeninhalt der Zone ABC Dt 
Z = ä[«2 — 63-hÄ2+2Ay] (I). 



*) Dm9 a, 6 und k guu beliebige, von einondor vHIlig niuib- 
hftngige , positive Zkhlen ToraMlIen können , davon kann nun 
ekib durch eüie geometriaohe Betisohtung leicht flbeiseageu. 
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Zur Bestimmimg der Unbekamiten y bemerkezi wir 
einerseits, daiss 

ÖB2=:a2^(Ä + y)2 und ÖC2 = ft2^.y2^ 

mid anderseits — wenn G H einen Durchmesser des gross- 

ten Kugelkreises bedeutet, zu wdchem der Bogen ADGCB 

gehört, — dass 

OJJ2 (=fifÄ6?F) = 2a? (Ä 4- y) und GC^{=GH.GE)=2a;y 

ist; woraus folgt 

a2 ^2 

2j?= + Ä+y und 2a? = hy. 

Wir erhalten s(»nit ^ 
«2 ^2 

Ä+y y 

a2y^Ä2y4-Äy2 = b'^h'^b^y^ 

hy^^(a^—b2'^h^)yz=:b2h. 
Die durch y bezeichnete Länge der Haubenhöhe E G 
kann, da sie der letztem Gleichung Grenüge leisten muss 
und ausserdem eine positive Zahl bildet, durch keinen 
andern Zahlenwerth als durch den der positiven Wurzel 
letzterer Gleichung, nämlich durch 

«-(a2_Ä2 + A2)4- y(a2--.Ä2 4- ^2)2-1-462^2 

y = — — 

2h 

vertreten sein. 

Substituiren wir diesen Werth von y in die Gleichung 
(I), so finden wir 

Z = iTV(a2^d2-f-Ä2)2^.4Ä2A2 



( 



= ^V(«*-*-** + *^ — 2a2624.2a2A2--2Ä2Ä2)-H 4*2^2 
= n V(a4^.*4^.^4^-2a2^2^.2a2^2^-2*2Ä2)-.4a2*2 

=^y/{a'2^b2^h'^'^--{'2aöy^ 



= n V(a2-h*2^- A2-|.2a*) («2^-62^Ä2^2aÄ) 



= ;rV'r(« + *F + A^L('' — *)^ + *^]- 

Zusnts fl SV liSsimS !• Zu den in Lö- 
sung I Torkommenden Gleichungen 
a'2 b'i 

2ar= -|-A+yund2aK= — l-y 

h+y y 

können wir auch gekngen, wenn 
wir die geometrischen Rehitionen 

BF2= FC. FH(8ieheFig.3) 

und CE2 = Ee.EH 
benutzen, da letztere in die 
Gleichnngen 

a2=(A+y)[ar-(A-|-y)] 

und Ä2 = y(2j?— y) 
übergehe y aus welche ddim obige Gleichungen sich 



ZiMtttas % m I^Amuis I. Mit Hülfe der 
Gleichungen 

a2=(A+S') [2iP_(A+ff)] und m-yi^—y) 
können wir auch die Lunge x des Kugelhalbmeiiaen be- 
sdmmen und, indem wir diesen Werth von « in die 
nach einem bekannten 8atz der Stereometrie gültige 
Gleichung 

Z = 2jiAaf 
Bubstituiren, den FlScheninhalt der Kugelzone finden. 
Aus den obigen zwei Gleichungen folgt zunächst 
(A+j,)2 — 2af(A+y) = — «3undy3 — 2;py = — 62 
und hieraus 

A+y = 4r± Var3_a2undy=a>±.v'«3 — »2 
Subtrahiren wir nun — unbekümmert darum, welcher 
der beiden, ftlr A+y bo eben gefimdenen Werthe linker 
Hand die Länge von FG und welcher der beiden, fUry 
gefundenen Werthe rechter Hand die Länge von £ O 
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vorstellen muss — die Seiten der letzten Gleichung rech- 
ter Hand beziehungsweise von den Seiten der letzten 
Gleichung linker Hand, wodurch wir die neue Gleichung 

erhalten; so ist klar^ dass unter den vier Gleichungen 

1) + ya72 1- a2 •-+- ya?2 — ^2 = Ä, 

2) — yßTZTdi H- y^TITp = Ä, 

3) + Va?2 — «2 _ y^nrp = Ä, und 

4) -- yr^TiTTz ~ y^"2ZiT2 = Ä, 

welche jene neue Gleichung zugleich vertritt, doch im- 
merhin eine — der mit a? bezeichneten Länge des Kugel- 
halbmessers Genüge leisten muss; dass aber, weil h po- 
sitiv ist, keinenfalls die Gleichung 4) und ebensowenig 
jede der in No. 2) und 3) angegebenen Gleichungen zu- 
gleich unserer Aufgabe entsprechen kann. 

Inwiefern aber die Gleichung 1) oder 2) oder 3) oder jede 
der Gleichungen 1) und 2) zugleich oder jede der Glei- 
chungen 1) und 3) zugleich unserer Aufgabe genügen 
kann und wie die Gleichungen 1), 2) und 3) durch eine 
geometrische Betrachtung direkt und viel schneller als 
auf dem vorhin betretenen Weg erhalten werden können 
— das soU uns die Lösung H lehren, auf welche wir 
auch in Betreff der weiteren Verfolgung dieser Gleichun- 
gen verweisen wollen und aus welcher wir ausserdem 
ersehen werden, dass es ganz gleichgültig ist, zu wissen, 
welche der vier in 

± y/x'^ — a'^ T V^^— *2 = h 

enthaltenen Gleichungen unserer Aufgabe genügt, inso- 
fern alle vier — wenn sie weiter verfolgt werden — in 
eine Gleichung zusammenlaufen, die dann jedenfalls un- 
serer Aufgabe entsprechen muss. 



B 11 (algebraisch). ^'v- *- 

A B CD (Fig. 4 oder 5) sei ein ■ 

Meridian und EP die Axe der I 

Kugelzone. Ferner bezeiclme I 

m die unbekannte Länge desl 

Kugelbalbmessers. Ziehen wir I 

vom Mittelpunkt M der Kugel ng, 5. 

aus die HalbmesBer MA und 

iMD, ao finden wir, weil 

JMB2 = Jtfö3 ~ DJB3 und 

MF2—MA2 — AFi, dasB 

ME = yip2— fte und 

ist und dass die Gleichung 

1) ya^a _ »2 -f- ya-2_62 =: ft 
oder 2) V^^HTp — ^^TZT^ = a 

oder 3) y/js^ — a'^ — yjx'^ — bt = h 

oder jede der Gleichungen 1) und 2) zugleich oder jede 
der Gleichungen 1) und 3) zugleich uneerer Aufgabe 
genügt, je nachdem die die Zone begrenzenden Parallel- 
kreise auf verBchiedenen Seiten des Kugelmittelpuncts 
liegen (wie in Fig. 5) oder beide ParaUelkreise auf einer 
Seite des Kugelmittelpunkta sich befinden , während aus- 
serdem «>& bt (wie in Fig. 4), oder beide Parallel- 
kreise auf einer Seite des Kugelmittelpunkts U^en, 
während ausserdem Ä>a ist, oder der Parallelkreis mit 
dem Halbmesser a durch den Mittelpunkt M der Kugel 
geht oder der Parallelkreis mit dem Halbmesser b einen 
grössten Kreis bildet. 

Die Gleichungen 1), 2) und 3) stecken aber insge- 
sammt in der Gleichung 
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"während diese , wenn man ihre Seiten quadrirt, über- 
geht in 

a?2 _ a2 4- a?2 _ ä2 + 2\/(aß — a^) {aß — b'^) = ä2, 

woraus folgt 

T 2 Vo?*— a2a?2_^2a?2+a2*2=: («2 -f- ^2 ^-. ^2) _ 2a?2, 
4dy4 _ 4ö2^ — 462a?2 -f. 4a2Ä2 

= (a2-^Ä24.Ä2)2 — 4 (a2^.ft2^.Ä2) a?2 4-4^^.4 

imd 

4Ä2a?2 = (a2 H- ä2 -f- A2)2 ^ 4a2Ä2 

= [a2 + i&2 4-Ä2 + 2a6] [«2 4. ^24.^2— 2a ä]. 
Es ergibt sich somit, dass, wenn man die Gleichun- 
gen 1), 2) und 3) auf die eben angegebene Art weiter 
verfolgt, dieselben in die eine Gleichung 

(2Ä J?)2 = [{a -H bf -*- ä2] [(« _ §f, 4- ä2] 

zusammenlaufen und da«s folglich letztere unserer Auf- 
gabe Genüge leisten muss, mag nun vorher die Glei- 
chung 1) oder 2) oder 3) oder jede der Gleichungen 1) 
und 2) zugleich oder jede der Gleichungen 1) und 3) zu- 
gleich unserer Aufgabe entsprochen haben. — Damach 
erhalten wir aber für das 2 A fache der Länge a; des 
Kugelhalbmessers 

2hx = V[(a H- 6)2 4- ä2] [(« _ bf -h ä2] 
und, indem wir diesen Werth von 2 ha: in die bekannte 

Gleichung 

Z = 2sihx 

substituiren, 

Z = st V[(a -h Ä)2 + ä2] [(« _ ä)2 H- Ä2J. 

Ziuats 1 zu lifismiS WM.% In dem speciel- 
len Fall, als « = * und somit auch 

ya?2 — «2 = y^2z:"p 

ist, kann, weil ausserdem h positiv ist, unserer Aufgabe 
weder die Gleichung 



3)V^ 



_ y/a>2 — ä2 = 



noch die Gleichung 

2) V^2 — Ä^ — Va'^ — «2 = A, 
enteprecheu, also nur die Gleichung 

1) Va?2_o2+v'^^ — &^ = &*) 
Genttge leisten. 

Aus ähnlichen Gründen kann, je nachdem a^b ist, 
die erste oder die zw^te der Gleichungen 

3) y/x'i — o2 — V^äZTÄä = A und 

2) V'j;2_*2 _ Vip3 _ a2 = A 

unserer Aufgabe nicht entsprechen. 

ZnSIltK S KU IxSsuns D. Unter der Be- 
dingung, dasB a >■ fl stossen wir auf die Gleichung 

Vjr2— fi2 T V^^ — «^ = A, 
welche aus den zwei Gleichimgen 

2) V^TITfiä _ ya,2 _ a2 = A und 
1) ViF^ — fi2 + \faf2_a2 = h 
besteht, — Ziehen wir unter der nämHchen Voraus- 
setzung (Fig. 6 und 7) die Gteraden A B und DF, w> 
Fig. 6. Fig. 7. 



finden wir, daes, je nadhdem blos die Gleichung 2) oder 



•) Welche in diesem F«U in 2 ^ x' — a^ = h übergeht 
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jede der Gleichungen 1) und 2) zugleich oder blos die 
Gleichung 1) unserer Aufgabe genügt, 

L ADF = LDAF 

oder 

> 
AF = DF 

< 

oder 

> 

oder 

> 

oder 

> 

a2_ft2_Ä2=: ist. 

< 

Hieraus können wir aber — natürlich immer noch unter 
der Bedingung, dass a > Ä ist — auch umgekehrt schlies- 
sen, dass je nachdem der Ausdruck «2 — ^2 — h^ positiv, 
null oder negativ ist, blos die Gleichung 2) oder jede 
der Gleichungen 1) und 2) zugleich oder blos die Glei- 
chung 1) unserer Aufgabe entsprechen kann. 

Ziuata 8 SBU IjSsilllS !■• Setzen wir^ber 
voraus , dass « < *, so bietet sich uns auf Grund einer 
geometrischen Betrachtung — zur Bestimmung der un- 
bekannten Länge a? des Kugelhalbmessers die aus den 
Gleichungen 

3) V^2 — «2 — V^2 — *2 = Ä und 

1) Vaf2 — «2 4. ya?2 — ä2 = /* 

bestehende Doppelgleichung 
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und lässt sich dann ähnlich dem Vorigen zeigen , dass, 
je nachdem der Ausdruck — a2-^^2. — ^2 positiv , null 
oder negativ ist, blos die Gleichung 3) oder jede der 
Gleichungen 1) ujid 3) zugleich oder blos die Gleichung 
1) unserer Aufgabe entsprechen kann. 

Zasate 4 SU liSsanS II« Wenn wir zu- 
nächst unter der Voraussetzung, dass in keinem Fall 
« < Ä, die in der Lösung 11 betrachtete Strecke M F 
(Fig. 6 und 7) auch als Unbekannte einftkhren, also z. B. 
durch y und somit die Strecke ME durch h ± y be- 
zeichnen; so gestaltet sich unsere Bechnung folgen er- 
massen: 

Wir erhalten 

j?2 = a2^-y2 und x^z=ihi-^(h2 ±yy-, 
woraus wir finden 

«2^-^2 — 62 4-^2 + 2hy + y^, 

«2 _ ^2 _ ä2 

und (2Äa?)2 = (a2_Ä2_Ä2)2 4^4a2Ä2 
= (a2 -h ^2 4- ^2)2 _ 4a262 

= [(« -H ft)2 rf. Ä2] [(« — Ä)2 -H Ä2] 

Wir gelangen somit vollends, wie in Lösung 11 — 
jedoch diessmal unter der Voraussetzung, womach in 
keinem Fall a < ä — zu der Gleichung 

Z=:st Vi(« 4- ^2 4- ä2] [(ö _ ö)2 4- A2]. 

während in dem Fall, als a < * ist, analog diesem Re- 
sultat fUr Z der Werth 

Z = st VK* + «)2 H- Ä^] [(^ — «)2 + *2] 
sich ergibt, welcher indess nach bekannten Umformung»- 
gesetzen der Arithmetik mit dem vorigen Werth von Z 
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Tertauscht werden dar£ Wir finden ako auch auf die- 
sem Weg, dasB die Gleicbong 

Z = » VlC« + ^)^ ■*- A2] [(« — 4)2 + A 2] 
allgemein richtig iat 



Ijttsnns HI (trigonometrisch). ABCD (Fig. 8) 
sei ein Meridian nnd EF die Axe der Zone. Ziehen 
wir die Geraden AC und BC und parallel au EF die 
G«rade CG und nehmen wir zunächat an, es sei o,~^b, 
Bo bemerken wir, dass — weil sieb alsdann die Längen von 

AO, BO und Ce 

beziehungsweise dnrch 

a-i- b, a — 6 und A 

ausdrucken lassen — die Längen von 
AC und BC 

beziehungsweise durch 

V(<H-*)2 + A2 xmdV{a — öy + h2 
vorgestellt sind; daes somit, wenn wir ausserdem noch 
die Winkel ABC und BAC kürzer durch a und ß be- 



h a + ö 

- und cof ß = 



Y/((H-ä)2 + Ä2 V{« + *)^ + *^ 
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ist* Leicht lässt sich femer beweisen, dass letztere vier 
Formehi — obgleich (Ueselben blos auf Grund der Vor- 
aussetzung , womach a>^, aufgestellt worden sind — 

auch dann noch Geltung haben, wenn « = « ist. 

Denken wir uns nun den grössten Kreis, zu welchem 
die Bögen ÄD und BC gehcwren, vollendet, so überzeu- 
gen wir uns alsbald, dass sich die eben als allgemein 
gültig befundenen Formeln — zur Bestimmung der un- 
bekannten Länge of des Kugelhalbmessers auf zweierlei 
Arten gebrauchen lassen. 

Entweder 

berücksichtigen wir, dass die Summe der Winkel a 
und ß gleich einem Peripheriewinkel ist, der auf dem 
Bogen ADCB steht, also gleich einem Centriwinkel der 
auf der Hälfte des erwähnten Bogens liegt,, und findejQ, 
indem wir den Halbmesser AM ziehen und der Kürze 
wegen den Winkel AME durch y bezeichnen: 

2) Hn y = sin {a ■+• ß) 

= Bin a. cos ß + cos er. sm ß 
__ (a-h6)ÄH-(a — 6)Ä 

y/[(a H- Ä)2 ^ ä2] [(a — 6)2 + ä2] 

2ah 



Vr(« + *)2H-A2J [(a — *)2^ä2] 
3) a? = a : sin y 

_ V[(« + *)2 -f- Ä2] [(a — d)2 -f. ä2] 

2h 
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oder 
berücksichtigen wir, dass die Differenz der Winkel a 
und ß gleich einem Peripheriewinkel ist, der auf dem 
Bogen DC steht^ also gleich einem Centriwinkel, der auf 
der Hälfte des erwähnten Bogens liegt, und finden, in- 
dem wir den Halbmesser DM ziehen und der Kürze 
wegen den Winkel DME durch 8 bezeichnen: 

l)a-ß=d, 

2) sin S = sin {a — ß) 

= 9in a* cos ß — eos a. sin ß 

{a + b)h-^{a — b)h 

V[(« H- *)2 -f- ä2] [(a — *)2 -h h^] 

2bh 



V[(« -f- bf ■+. A2] \{a — *)2 + ä2] 
3) j7 = 6 : «m J 

y[(a ^ bf H- ä2] \{a — Ä)2 -f. ä2] 

2A 

Substituiren wir dann schliesslich den auf jedem 
dieser beiden Wege gefundenen Werth von x in die be- 
kannte Gleichung 

Z = 2sihx^ 

so erhalten wir (wie in den zwei vorhergehenden Lö- 
sungen) 

Z = n V[(« + *)2 -H ä2] [(« — by + A2]. 

Zlisats 1 zu littsnnS III« Sind die Halb- 
messer a unb Ä der eine Zone begrenzenden Parallel- 
kreise und die Höhe h der Zone in bestimmten Zahlen 
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gegeben und will man den numerisclien Werih vom 
Flächeninhalt Z der Zone finden, so wird man — voraus- 
gesetzt, dass a nicht gleich b ist — am besten verfieJi- 
ren, wenn man mit Hiüfe der Logarithmentafeln 
1) statt log Bin a entweder iog ig a oder iog eatg a 
und statt log sin ß entweder log tg ß oder log eotg ß be- 
stinunt, indem mau dabei beziehungsweise die ein- 
fachen Formeln 

h h 

tga = und tg ß = 



a — b ar\^ . 

oder 

a — b ar\-b 

cotg a = und eofgß=: ^ 

h h 

zu Grunde legt; 

2) darnach die Werthe von a und ß entnimmt und 
durch Addition und Subtraction der letzteren die 
von y und S berechnet; hierauf 

3) — um zugleich eine Controle für die Bichtigkeit 
der Bechnung zu haben — den unbekannten Halb- 
messer HP der ganzen Kugel mittelst jeder der beiden 
Formeln 

iog X = log a • — log sin y und log x-=:- log b — log sin 5 

bestimmt und schliesslich 

4) den gesuchten Flächeninhalt Z nach der Formel 

log Z:=:logx + logh + logst + log 2 

ermittelt. 

Zusatz 9 ZU liSsiUlS lU. In dem be- 

sondem Fall, als a = Ä, bildet AC (Fig. 9, pag. 20) einen 
Eugeldurchmesser, während BC gleich der Höhe der 
Zone und a = 90^ ist. In diesem besondem Fall 



kann man also kurzer folgen- 
dermasBen Terfahreii: 

Man berechne mit Hülfe der 
Logaritlimentafeln entweder 
log fg ß oder log eolg ß, indem 
man dabei beziehimgsweiBe die 
eine oder die andere der For- 
meln 

h 2a 

lgß= , eofg ß = 

2a A 

zu Grunde legt, entnehme hieraus den Werth von ß 
und darnach den von log coa ß, bestimme Bodann die 
unbekannte Länge y des Durchmeseers AC nach der 
Formel 



und BchUessUch den Wer& von Z noch der Formel 
Z := xyh. 
ZusafK 8 zn UtonnS UI* Wir haben in 
Lösung m unserer Aufgabe die algebnuschen Werthe 
von »in y und »in S nach den Formeln 

tin y ^ »in a. eoa ß + eo» a. »in ß 
und «tri J = «te (z, ee» ß — eo» a. »in ß 

bestimmt Diese Werthe können wir aber eben so leicht 
erhalten, indem wir dieselben mit Hülfe der (dgebnüsdien 
Werthe von eolg y mid eotg S bestimmen. — Wir wissen 
nSmlich, dass die Formehi 

a—b <H-* 
cofga = und eolg ß^z: 
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> 

gelten, es mag « = 6 sein , und finden demgemäsB einer- 

seltS; dass 

cotff y = cotj^ (a -+- ß) 

= {cotg a. cotg ß — \) i {coig ß 4- eoig ä) 

-^ A • A J • V Ä "*■ IT)- 2ah 

und anderseits , dass 

cof^ J = col^r (a — /?) 

= (co/^r a. cotg ^ -f- 1) : (co/i/ /? — cofg a) 

r a — b a+b ^ rfL±i a — ^ ^ _ tß-M^h^ 
V h h "*"VV"ä F"^^ 2bh~ 

ist. — Hieraus ergibt sich aber schliesslich 

V 4 «2 A2 4. («2 _ ä2 _ A2)2 

= 1 : 1 

2aA 

2aA 



VK« + *)2 + Ä2J [(« — 6)2 + A2] 

und 

y 4 *2 ä2 + («2 _ ä2 4- ä2)2 
= 1 ; _ 1 

26A 

2bh 



. V[(«4-^)24-A2] [(«— *)24.ä2] 
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ZusatK 4 KU liSsans III. Wir hätten 

die in Lösung HI vorkommenden, algebraischen Werthe 
von sm y und sin 3 auch mittelst der von tg y und tff S 
herleiten können; jedoch würden wir hiebei weit mehr 
Vorsicht anzuwenden gehabt haben, als bei jener in Lö- 
sung ni und bei der im vorigen Zusatz vorkommenden 
Entwicklung. Denn f&r^s Erste hätte in den Fällen, 
wo einer der Winkel a, y und 3 gleich 90 **, *) eine be- 
sondere Behandlung Platz greifen müssen, indem be- 
kanntlich keinem rechten Winkel eine trigonometrische 
Tangente zukömmt. In Betreff der weiteren Entwick- 
lung -^ welche noch unter der Voraussetzung, dass kei- 
ner der Winkel a, y und 3 ein rechter ist, zu machen 
gewesen wäre ■ — hätte man zunächst dann allerdings 
nur die einfachen Formeln 

h h 

tga = , tgß = , 

a — b or^b 

egy = fg{a-hß) = (tg a -h fg ß) : (l — fg ct. tg ß) 

\a^b^ a-^-bJ ' y^ a^b a-\-bJ 

2ah 



aß-^b^^m 
und 

tg 3 = tg {a — ß) = {tg a ^ tg ß) :{X + tg a, tg ß) 

= (JL !LJ\ : (i^JL tJ\ 

\a — b a^bj V « — b a-^bj 

2bh 



tß^ifi^h'i 



*) a ist gleich 90 ^ , sobald a und b gleich 'sind , und y oder d 
ist gleich 90 ^, je nachdem der Parallelkreis mit dem Halb- 
messer a oder der Parallelkreis mit dem Halbmesser b einen 
grössten Kugelkreis bildet. 
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aufstellen, hernach aber — sowohl um den algebraischen 
Werth von fin /, als auch, um den von sin 3 za be- 
stimmen — zu einer Doppelrechnung schreiten müssen; 
indem die Formel 

9in q) = 

VI + tg^ ^ 

zwar wohl für jeden spitzen Winkel qp, nicht aber für 

einen stumpfen Winkel gilt, sondern für letzteren durch 

die: 

— tg tp 

9in <p -=. "■'————-- 

VI + ^9^ 9 
zu ersetzen ist. 

Demgemäss hätten wir also in Losung III unserer 
Aufgabe flir jeden der algebraischen Werthe von *m y 
und 9in 8 noch folgende Entwicklungen geben müssen: 

I) Wenn y und 8 spitz. 
9m y -=. tg y : VlH-^y 

__ 2ah t/i ( 2^^ ^^ 

— a2— -62 — A2= ^ ^■^Va2— ö2_A2j 

2ah 



V[(« + *)2 4-ä2] [(a_6)2H-Ä2] 
%in 8 = tg 8 i Vi "H ^^ J 



2bh 



2bh 






V[(« -I" *)2 -f- ä2] f(a — d)2 -K ä2] 
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n) Wenn y und d stumpf. 
sin y =z — tg y i Vl"H(^^y 



2ah l/i r 2a& Y 

2a^ 



V[(a4-*)2H-/|2] [{a — ft)2 + /i2] 
$m S z= -- tff S : VlT^2J 



26A 






ä2— Ä2-I-.Ä? 

^^^ . V77 T ^^^ V *^ 

26A 



•WT-T^»"^ 



*) Der hiör vorkomm^de Nenjier — a^ + 6^ — h^ des Bruchs 

2bh 

, dessgleißhen der bei der Entwicklung von sin y 

— a^ -{■ b^ — h^ 

in No. n vorkommende Nenner — a^ ^ b^ -^ h^ des Bruchs 

2ah 

, muss positiv sein , weil diese Brüche selbst 

sowie ihre Zähler positiv sind. 

Ebenso, lässt sich zeigen ^ dass beziehungsweise die bei 
den Entwicklungen von sin y und sin d in No. I vorkommen- 
den Nenner a^ — b^^h^ und a^ — b^ + h^ positiv sein 
müssen. — Wie lassen sich diese Wahrheiten geometrisch be- 
weisen ? 



i; IV (trigonometriBcli). AB CD (Fig. 10) 
aei ein Meridian der Zone. Ziehen wir die Geraden 
AC,BC und parallel zur Zonenaze £F die Crerade 
CG, ferner die Eagelhalbnieaser AM und DJIf, nnd 
bezeichnen wir der Kürze wegen die "Winkel 

ABC, BAC, AMP, DMP 

beziehungsweise durch 

a, ß, y, S 

und den unbekannten Halbmesser der Kogel durch x; 
so finden wir, dass zwischen den M'inkeln / und S, der 
Höhe h nnd dem Kngelhalbmeseer sb die Bdation be- 
steht 

a:. cot J — JT. CO» y = k 

— eine Relation, die nicht zu existiren aufhört, welche 
Werthe auch die Winkel y und S annehmen mögen. 



Wir erhalten somit 


h 


und / — 
k 




welche Gleichung, weil 3 
ist, übergeht in 

h 


— CO» y 

= a-ß 


a + 


eot (a — /?) — cot 


a + ß) 


2. ima. 


Mß 
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Bedenken wir nun, dasa — mag a =z ö sein — immer 

h h 

sin a := und sin ß = 



ist, und substituiren wir diese Werthe von «i» ä und 
«tu /? in die zur Bestimmung von of bereits aufgestellte 
Gleichung, so gelangen wir zu folgender, weiterer 
Gleichung: 

V[(« + öf Hr /i2] [(« — by -h Ä2] 
o? = • 

2h 
Setzen wir schliesslich den ßir w so eben erhaltenen 

Werth in die bekannte Gleichung 

so bekommen wir (wie in den früheren Lösungen) 

Z = 5T V[(« -H *)2 -h /l2] [(« — Ä)2 + /i2]. 

Zamtz zu littsuns IW. Man kann auch, 
indem man vorerst eine der Strecken 3fF, ME, PF 
oder PE (Fig. 10) trigonometrisch bestimmt, die Formel 
fUr den Flächeninhalt der Kugelzone erhalten. Es würde 
aber zu weit fuhren, alle diese (zum Theil langwierige) 
Berechnungen hier anzugeben. Wir begnügen uns dess- 
halb nur noch anzuftihren, dass man unter gewissen 
Einschränkungen auch den schönen Lehrsatz — womach 

sobald g -4- w -f- V' = 180" und keiner der Winkel g, ^ 
und V' ehi Rechter ist — benützen kann, um eine der 
obigen Strecken zu bestinunen. 

So ist z. B., wenn wir — unter der Voraussetzung, 



dasB weder A^a, noch ^ = 45' ist und ebensowenig der 
Paralldkreis mit dem Halbmesser a einen gröBsten Kugel- 
kreis bildet — die Strecke ME durch t/ bezeichnen, 



1) fff 5 - 



S) = tff AMD = 



fs2ß = 2t9ß:{l-fff2^) 
h ~\2-\_ 2(<H-ft)ft 



-.^:D-(^)1= 



3) tgil?0-'-Y)= 

4) 5+(y-<0 + (180'-y) = 180'' 

und finden, weil unter dieser Voraussetzung keiner der 
Winkelt, y — 5 und 180° — y ein Rechter sein kaam, die 
Gleichungen 1), 2) und 3) stets statt Wir gelangen somit 
durch Anwendung des obigen Satzes zu der Gleichung 
» 2(a+»)A a « 2{a+b)h a 

y ' (a+6)2—k2 ' h-y~ y {a+b)'i—h^ h~y ' 
aus welcher sich schliesshch 



2A 



ergabt. 

Ii5snng V (geometrisch). 
ABCB (Fig. 11) sei ein Meri- 
dian der Kugelzone. Nehmen 
wir zunächst an, dass Halb- 
messer A < a, dass also der 
Parallelkreis mit dem Halb- 
messer * weiter vom Mittel- 
punkt M der Kugel, zu wel- 
cher unsere Zone gehört, ent- 
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femt liege^ als der Parallelkreis mit dem Halbmesser a; 
voUenden wir femer den grössten Kreis, für welchen die 
Bögen ÄD xmd BC Bestandtheile bilden, und ziehen wir 
nun den Durchmesser CH, sodann die Greraden AH, AC 
und BC und schliesslich CG senkrecht zu AB\ so erhal- 
ten wir zwei ähnliche Dreiecke ACH und BCG. Es 
verhält sich somit 

CH.AC = BC : CG, 

woraus 

AC. BC = CH CG 
und 

sc AC. BC= K CH CG. 

st CH. CG stellt aber den Inhalt vom Mantel eines Cy- 
linders vor, dessen Grundfläche den Kugeldurchmesser 
CH zum Durchmesser besitzt und dessen Höhe gleich 
der Zonenhöhe C G ist. — Nach einem bekannten Satz 
der Stereometrie ist also der Flächeninhalt der Zone, 
Z=stCH.CG und somit mch Z= st .AC .BC. 

Ebenso lässt sich beweisen, dass, wejma<^6 ist und wir 
noch die Gerade A D ziehen , Zz=stAC.AD sein muss. 
Nun ist aber Al>=JiC, folglich Z = stAC.BC auch 
noch in dem Fall, als a<^b mt. 

In dem besondem Fall, als a = 6, also die unsere Ku- 
gelzone begrenzenden Parallelkreise gleichweit vom Ku- 
gelmittelpunkt entfernt liegen, bildet die Gerade A C einen 
Kugeldurchmesser, während die Gerade BC senkrecht 
auf A B steht und somit gleich der Höhe der Kugelzone 

ist. Der vorhin unter der Voraussetzung, das a ^b ist, 

erwiesene Satz, womach der Flächeninhalt der Zone 
gleich stAC.BC, bleibt also auch noch für den Fall, 
als a = 6 ist, richtig. 

Bedenken wir hernach, dass die Längen von 

AC und BC 



beziebongfiweiBe dnrcb 

V'('H-*)H-ft2 and V(«— ft)2+fc3 

> 

vorgestellt sind, es mag « ^ Ä sein; so finden wir (wie 

in den vier vorhergeliendeD Lösungen), daes 
Z = st V[(fl-|^)3+A'^] [(fl_A)2+AZ]. 

Ziumtz 1 EU Siffsnns T. Die ßinfte Lö- 
sung birgt die Erweisung eines Lehrsatzes, welcher eben- 
sowohl unserer Aa%abe hätte vorangestellt werden kön- 
nen und folgendermassen sich aussprechen lässt: 

Ziehen wir an die Endpunkte der einen von 
denjenigen parallelen G-eraden , welche Bestand- 
theile des Meridians einer Kugelzone ausmachen, 
von einem Endpunkt der andern aus zwei gerade 
Linien; so finden wir, dass der Flächeninhalt 
der Kugelzone gleich dem Flächeninhalt einer 
Ellipse ist, welche letztere Verbindungslinien 
zu Halbaxen hat, oder gleich dem Mantel eines 
Cylinders, dessen Grnndfläcbe die eine dieser Ver- 
bindungslinien zum Durchmesser besitzt und des- 
sen Hohe gleich der andern Verbindungslinie ist. 

KVMatZ S EU lidSUDS V. Fig. 12. 

Lassen wir den Parallelkreis 
mit dem Halbmesser £ (Fig. 13) 
parallel seiner ursprlinglidien 
L^e dem Pol P näher kom- 
men, bis et schliesslich mit dem- 
selben zusanunenMIt, so wer- 
den die Pmikte- C und B auf 
Funkt P zu liegen kommen und 
dieGeradeii.ilCand SC in die 
einander gleichen Geraden AP 
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und BP übergehen. Statt der Zone werden wir sodann 
die Kugelhaube ABCPD und statt einer Ellipse mit den 
Halbaxen A C und B C einen Kreis mit dem Halbmesser 
BP erhalten und somit auf den im Eingang der Schrift 
aufgestellten Lehrsatz stossen, womach der Flächen- 
inhalt der Kugelhaube ABCPD { = stBP^ d. h.) gleich | 
dem Flächeninhalt eines Kreises ist^ der zum Halbmesser 
die Sehne hat^ welche zum Bogen des Halbmeridians 
der Haube gehört. 

Zu diesem Lehnsatz gelangen wir aber auch^ wenn 
wir unsere Kugelzone dadurch zur Haube erweitern^ dass 
wir den Parallelkreis mit dem Halbmesser a parallel 
seiner ursprünglichen Lage bis zum Pol Q verschieben; 
indem alsdann die Geraden AC und BC in der Geraden 
CQ sich vereinigen. 

Zusatz 8 zu Ii5siUIS ¥*• Erweitem wir 
aber unsere Kugelzone zur vollständigen Kugelfläche^ 
indem wir gleichzeitig den Parallelkreis mit dem Halb- 
messer b parallel seiner ursprünglichen Lage bis zum 
Pol P und den mit dem Halbmesser a parallel seiner 
ursprünglichen Lage bis zum Pol Q verschieben, so ge- 
hen die Geraden AC und ÄC in den Kugeldurchmesser 
PQ über. Wir erhalten somit statt einer Ellipse mit 
den Halbaxen AC und BC einen Ejreis mit dem Halb- 
messer PQ und stossen somit auf den Satz, womach die 
Oberfläche der ganzen Kugel gleich dem Flächeninhalt 
eines Kreises ist, der zum Halbmesser den Durchmesser 
der Kugel besitzt 

Zusatz 4 zu liSsunS \. Zieht man — zu- 
nächst imter der Voraussetzung, dass a ^ b (Fig. 13 
pag. 31) — im Meridian AB CD der Kugelzone wieder 
die Geraden AC und J8C, femer noch den Kugeldurch- 
messer CH und die Geraden AH und BH, und be- 
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zeichnet man den HalbmeBser der ganzen Kugel durch 
r, also CB dnrch 2r; bo findet man, dass 

AC = 2r. »in L ABC = 2r. »in a 
und BC = 2r. »in Z- BBC ~ 2r. »in ß, 

also AC.BC — ^v.^ »in a. »in ß 

iat. — BerUcksichtigit man nun, dass Z = ä AC. BC bt, 
80 er^bt sich Bchliesslich 

Z = 4rtr.2 $in a »in ß 

— eine Fomel, welche, Eig. 13. 

wie man sich nachträglich 
leicht überzeugen kann, 
auch noch richtig bleibt, 
wenn a'^b bt, •) 

Man ersieht hieraus, 
dass das Produkt >in oc.SHi/? 
angabt, weldies Vielfache 
(welchen Bmchtheil) von 
der ganzen Oberfläche der 
Eugel, zu welcher dieZone 
gehört, dieselbe bildet. 

Beispiel. 

Wollen wir angeben, welchen Bmchtheil von der 

*) Diese Anwendung tdd dem in ZuMtz 1 der LiJsui^ T anfge- 
■teilten Lelmatz verdanke ich meinem Frenitd, dem deneit 
in Zürich weilenden Privatmann Dr. Leonhard FrieB. 
Die Fonnel 

Z= 4»r.« HR a. tin ß 
ielbet kann man auch ans der in LSsnng IV vorkommonden 
Glaichnug 
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ganzen Oberfläche der Erde*) der Flächeninhalt einer 
der beiden gemässigten Zonen beträgt^ so dttrfen wir 
nur berücksichtigen, daas die -- eine gemäasigte Zone be- 
grenzenden Parallelkreise beziehungsweise 66** 32' und 
23* 28' nördlicher oder südlicher Breite liegen. Wir 
finden sodann , indem wir mit Bezugnahme auf Figur 
13 pag. 31 — AB den Durchmesser dieses (des Wende- 
kreises) und CD den Durchniesser jenes ParaUelkreises 
(des Polarkreises) vorstellen lassen, dass 

66« 32' — 23^28' 

ß = = 21« 32', 

2 

180*» — (66» 82' + 23«28') 

a = =45* 

2 

und 

sin a. sin ß = 0,260 

ist, dass somit eine der beiden gemässigten Zonen das 
0,260fache der ganzen Erdoberfläche beträgt. 

ZHSataz 5 zu IjSsunS ^« Sind die Halb- 
messer a und ö der die Zone begrenzenden ParaUel- 
kreise einander gleich, so ist sin a = 1, weil a = 90**; 
also muss in diesem Fall die im vorigen Zusatz aufge- 
stellte Formel 

Z =: i ^r.^ sin a. sin ß 

ttbeigehen in 

Z = 4 ^ r.2 «in /? 



ableiten y wenn man dort r statt rr setzt und dann letztere 
Gleichung übergehen Iflsst in 

^ = 2 r. ^91 o. sin ß* 

*) Welche wir näherungsweise als Kugel betrachten dürfen und 
wollen. 
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und somit «in ß angeben, wekhen Brochtheil von der 
ganzen Kugelfläche der Flächeninhalt der Zone Inidet*). 

Beispiel. 
Die die heisse Zone unseres Planeten begrensenden 
ParaUelkreise (Wendekreise) li^en 23* 28' nördlicher 
und südlicher Breite. Für diese Zone ist also 

/? =23« 28' und «*i /?= 0^; 
sonut beträgt der Flächeninhalt der heissen Zone das 
0;398fiiche der ganzen Erdoberflläche. 

ZliMite • JEU liSnuiB H% Erweitem wir 
die Zone zur Kugelhaube, indem wir den Parallelkreis 
mit dem Halbmesser h (Fig. 13) parallel seiner ursprüng- 
lichen Lage bis zum Pol P verschieben, so werden die 
Winkel a und ß einander gleich; also geht die im Zu- 
satz 4 zu Lösung V aufgestellte Formel 

Z = 4^r2. 9m a. 9in ß 

über in 

und gibt somit 9m '^ a an, welchen Bruchtheil von der 
Oberfläche der ganzen Kugel der Flächeninhalt der Ku- 
gelhaube bildet 

Beispiel. 
Die ParaUelkreise, welche die kalten Zonen**) un- 
serer Srde begrenzen (die Polarkreise), liegen beziehungs- 
weise 66^ 32' nördlicher und südlicher Breite. Damach 
ist für eine solche Zone 

90« 66* 32' 

a = = 11«44' und #Äi2a = 0,041; 



*) Die hier und in den zwei folgenden ZusJUzen ausgesprochenen 
ftUgemeinen Wahrheiten lassen sich auch unabhttngig ron der 
des vorigen Zusatzes beweisen. 
**) Die nichs Anderes als Kugelhauhen sind. 
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also ist eine kalte Zone gleich dem 0,041£B«hen der gan- 
zen Erdoberfläche. 

Ziuate V BU liSsmiS T« Bildet einer der 
die Zone begrenzenden Parallelkreise einen grössten 
Kreis, so ist 

a =z 90^ T ß und somit «^ a = eos ß. ' 

Wir erhalten daher fttr das Produkt Hna. ttin ß den 

sm2ß^) 

Ausdruck sin ß. eos ß oder , welcher in diesem 

2 

Fall angibt, wie gross das Vielfache der ganzen Kugel- 
fläche ist, das mit dem Flächeninhalt der Zone überein- 
stimmt**). 

ZmatB i mn allen ft liVsiiiiseii« Sind 

die. Halbmesser a und b der die Zone begrenzenden 
Parallelkreise einander gleich, so geht die Formel ftir 
den Flächeninhalt der Zone 

über in 

Z = nh V4a24-/i2. 

aEmatz • zu allen ft liSsunsen. Da 

man eine Kugelhaube, dereo Grundkreis den Halbmes- 
ser a besitzt, als eine Kugelzone betrachten kaim^ deren 
Parallelkreise die Halbmesser a und o haben, so muss 
sich die Formel für den Flächeninhalt dieser Kugelhaube 
aus der ftlr den Flächeninhalt der Kugelzone aufgestellten 
Z = ^ V[(a+Ä)2-h/i2] [{a^öf-hlä] 



*) Wobei wir uns unter 2 ß den zum Peripheriewinkel ß gehö- 
rigen Centriwinkel denken können. 

**) Auf letzteren Satz gestützt wird sonst gewöhnlich die Berech- 
nung der in den 3 vorhergehenden Zusätzen yorkommenden 
Beispiele gezeigt. 
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dadurch ableiten lassen, daas wir in Letzterer bz=:o 
setzen. 

In der Tbat geht dieselbe alsdann über in 

Z =: 5r (a2-j-/42). 

Ebenso erhalten wir die Formel flir den Flächen- 
inhalt einer Kugelhaube, deren Grundkreis den Halb- 
messer b besitzt, dadurch, dass wir in der für den Flächen- 
inhalt der Kugelzone aufgestellten Formel 

a=: setzen; indem sodann Letztere übergeht in 

Z = n {6^^ /i2). 

asusaiz 8 zn allen ft liSsimseii« Da 

man die Oberfläche einer ganzen Kugel als eine Kugel- 
zone betrachten kann, deren FaraUelkreise beide den 
Halbmesser o haben und deren Höhe h gleich dem Durch- 
messer der Kugel ist , so muss sich die Formel für die 
Oberfläche der Kugel auch aus der für den Flächen- 
inhalt einer Kugelzone aufgestellten 

ableiten lassen , indem wir in Letzterer a = b=^o setzen. 
In der That geht dieselbe dann über in 

Z= sc /i2. 

Zusatz 4 Sil aUen A liosungen« Ist 

bei unserer Kugelzone der Parallelkreis mit dem Halb- 
messer a ein grösster Kreis, also a Halbmesser der gan- 
zen Kugel, so existirt gleichzeitig die Belation 

Ä2^.Ä2 = a2 oder h = Va2 _ ^2. 
Die Formel flir den Flächeninhalt der Kugelzone 
Z = Ä V[(» -H *)2 H- ä2] [(a ^ by + ä2] 
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geht also über in: 

= iT \/(2a2 H- 2aÄ) (2a2 _ 2a6) 

= 2 an V(ö + *) (ö — *) 
= 2 «iT Va2 — 62 
= 2 ^ a Ä, 
wie es nach einem bekannten Satz der Stereometrie auch 
sein muss. 

Ebenso geht die Formel für den Flächeninhalt der 
Zone über in 

Z = 2^d7i, 

sobald der Parallelkreis mit dem Halbmesser h eingröss- 
ter Kugelkreiß ist. 



Gedrackt bei J. J. Ulrich. 
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